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抄録：数学の問題解決では、演繹的、帰納的、類推的な考え方が用いられる。これらの考え方を用いて数学の問題解決を
行なう場合の推論の流れは、前向き推論と後ろ向き推論に分類することができる。前向き推論の流れは初期状態から目標
状態へ向かう。一方、後ろ向き推論では目標状態から副目標を導くことが行われる。本研究では、数学の問題について、
学習者が前向き推論のみの例解と、後ろ向き推論を組み合わせた例解で学習した場合の解答の差異を検討した。その結果、
後者の方法は前者の方法よりも問題解決に有効であることが示唆された。
（別刷請求先：佐々木隆宏）
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緒言
数学の学習は問題解決を伴うことが多い。学習者は問
題の解法知識を教科書や参考書の例題から学ぶので、例題
の質とその解法の説明、つまり、わかりやすさが問題とな
る。例題のわかりやすさは、例題を読む側の既有知識、例題
に含まれる情報、および問題と解答の表現形式により差が
生じると考えられる。特に、解答の表現形式は、学習者の思
考過程に直接影響を及ぼす可能性が高い。また、2009（平
成21）年告示の高等学校学習指導要領（文部科学省，2009）
における数学科の目標に、「事象を数学的に考察し表現する
能力を高める」とある。これは、数学的な思考力や表現力
に関わることについて述べ、問題解決過程において、演繹、
帰納、類推などによる解決の方向を構想したりするときの
見方や考え方が含まれている。このような思考過程を獲得
する学習は、例題を通して行なわれることが多いことから、
例題の解答の表現形式が、学習にどのような影響を与える
のかを考察することは興味深い。
数学の問題解決過程における推論には、前向き推論と後
ろ向き推論がある。
前向き推論とは、初期状態から目標状態へ向かう流れで
行う推論である。例えば、初期状態をP（0）、目標状態をP（n）
として、その間の問題状態をP（1）、P（2）、…、P（n-1）とし
て、問題状態を変化させるオペレータを「→」で表わすと、
前向き推論とは、
P（0） → P（1） → P（2） → … → P（n）
と推論することである。
一方で、後ろ向き推論とは、目標状態から副目標を導く
推論である。例えば、「目標状態P（n）となるためにはP（n-1）
であればよい」という流れである。
数学の問題解決過程において、初期状態から1つの段階
のみで目標状態へと至ることは稀であり、与えられた初期
状態から前向き推論と後ろ向き推論を組み合わせて目標状
態に至ることが多い。前向き推論と後ろ向き推論の効果に
ついては、これまでに多くの研究がなされてきた。特に認
知心理学における問題解決の領域で、エキスパート（熟達
者）とノービス（初心者）の推論方式の比較研究がなされて
きた。例えば、証明問題を題材として、問題解決者は前向
き推論と後ろ向き推論を組み合わせた双方向推論により
証明を完成させることが知られている（ポズナー，1991）。
しかし、エキスパートは、前向き推論のみによる問題解決
も可能であることが知られている。前向き推論のみによる
問題解決は、問題解決者が解決手順を手続的知識として
持っており、プランニングをほとんど必要としない場合の
問題解決であるとされる。したがって、エキスパートでも、
手続的知識では解決できそうもない問題が与えられた場合
には、後ろ向き推論を用いて問題を解決せざるを得ないこ
とになる。
Anzai（1991）もポズナーの主張を支持する研究結果を
得ている。力学問題の学習に関する研究の中で、問題解決
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過程で用いられる推論方法の変化に注目した。学習者は、
学習前のノービス段階では煩雑な図を描き、推論として
は試行錯誤的な解決をしていたが、学習が進むにつれて
解決に無駄な図や不都合であった図が整理され、推論と
しては後ろ向き推論がみられるようになってきた。後ろ
向き推論が表れるのは、解決のために使えそうな宣言的
知識を探索して組み合わせている学習段階に達し、一度
この問題解決の過程を学習すると解決手順のようなもの
ができあがり、それが手続的知識として使われるように
なると考えられる。こうなるとエキスパートの段階にな
り、問題文を読んだ後の作図には解決のための必要事項
だけが描かれ、思考過程には前向き推論が見られるよう
になるだろう。
高等学校の数学の教科書にある問題解答や証明の表現
形式は前向き推論が多い。このことには、主に2つの問題
点がある。第1は、教科書はノービスを対象として書かれ
ていることである。新規内容を学ぶ学習者に、エキスパー
トの問題解決における前向き推論のみによる解決方法を
「例」として示すことが適切であるか問題である。第2は、
前向き推論と後ろ向き推論を組み合わせて推論することを
「自然な」推論であるとすると、前向き推論のみで書かれた
「不自然な」推論を「例」として示すことが適切であるかと
いう問題である。学習者が教科書の例題で学習する場合、
教師による後ろ向き推論を取り入れた説明などの支援が
あれば、学習者は例題の思考過程を実際の思考過程に変換
することができる。しかしながら、学習者が教科書の例題
から自ら学習する場合、例題の思考過程を実際の思考過程
に変換しなければならない。この変換が実行できない学習
者は、例題の解答をわかりにくいと判断してしまうと思わ
れる。
そこで本研究は、第一の仮説「前向き推論型例解と双方
向推論型例解の表現形式の相違が学習に影響を及ぼす」お
よび第二の仮説「両群の獲得する知識に相違がある」を検
証することを目的とし、前向き推論と後ろ向き推論を組み
合わせて表現した解答を高校生に学習してもらい、その効
果を検討した。
研究対象と方法
1．調査対象
被験者は、千葉県にある私立R高等学校の第1学年普通
科進学コース2クラスの生徒72名である。
2．調査実施期間
2014（平成26）年12月20日、25日
3．調査方法
1）学習課題の作成
本論文では、前向き推論のみで表現した解答を「前向き
推論型例解」、前向き推論型例解に対して、前向き推論と後
ろ向き推論を組み合わせて表現した解答を「双方向推論型
例解」と呼ぶことにする。
前向き推論型例解と双方向推論型例解を以下のように
作成した。
数学教師（教師歴20年）に問題（図1）を解いてもらい、
採取した発話プロトコル（図2）をもとに双方向推論型例解
を作成した。さらに、数学教師が解答用紙に記述式で作成
した答案をもとに、前向き推論型例解を作成した。なお、
図2には、問題文を読んでいるときの発話プロトコルは省
略してある。また、数学教師は問題を解く際、問題理解や
問題解決を目的とした作図を行なっていたが、作図につい
ても省略してある。さらに、計算式も筆記しているが、
筆記の際は発話するように依頼してあることから、筆記内
容についても省略してある。
図1．例解作成用の問題
図2．数学教師の発話プロトコル
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数学教師の発話プロトコル（図2）から、問題解決過程に
おける推論を解答木に表現したものが図3である。解答木
の①、②が後ろ向き推論、③～⑦が前向き推論を行ってい
る部分であり、数学教師が双方向推論によって問題解決を
行なっていることがわかる。
図2の発話プロトコルと図3の推論の流れをもとに双方
向推論型例解（図4）を作成した。
次に、数学教師が記述形式で作成した解答を前向き推
論型例解（図5）として採用した。数学教師は、問題解決場
面では前向き推論と後ろ向き推論を含む推論を行なって
いたが（図3）、解答を記述する段階になると前向き推論の
みであった。また、前向き推論型例解における推論の流
れは、図3における③から⑦から構成されていた。
2）調査手続き
図4、図5に示す「前向き推論型例解」および「双方向推
論型例解」を使用して、高校生の例題学習と再構成の差異
の比較実験を行なった。
2グループの選定：定期テストの数学の平均点をもとに、
72名の対象者を36名ずつの2群に分類した。当然のこと
ながら、両群間で成績に差はなかった。一方の群を「前向
き推論型例解学習群」とし、他方の群を「双方向推論型例解
学習群」とした。
プリントによる例解の学習：前向き推論型例解学習群は
前向き推論型例解（図5）を、双方向推論型例解学習群は
双方向推論型例解（図4）を学習した。学習時間は、いずれ
も20分であった。
同一問題の例解の再構成：両群の被験者は例題学習の
5日後に、配布したワークシートに同じ問題の例解の再構
成をした。また、ワークシートには問題文の他に、次の3つ
の質問があった。
図3．数学教師の推論の流れ
図4．双方向推論型例解
図5．前向き推論型例解
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［質問1］ 問題文を読んだとき、「どのようなこと」を思い
浮かべましたか。思い浮かべた内容や言葉を
一つ書いてください。
［質問2］ あなたは、この問題を「どのように解こう」と考
えましたか。解答の見通しを書いてください。
［質問3］ 問題に解答してください。計算だけではなく
説明も書いてください。
3）統計処理
統計ソフトSPSS Statistics22を使用し、χ2検定および
t検定により、群間の比較を実施した。
結果
1．問題文からの想起内容の相違
［質問1］ 『問題文を読んだとき、「どのようなこと」を思
い浮かべましたか。思い浮かべた内容や言葉を一つ書いて
ください』に対する被験者の回答は、表2の通りであった
（χ 2（6）＝27.87，p< 0.05）。有意であったので、残差分析を
行なったところ、双方向推論型例解学習群において
「AP+BP+CP」を想起した被験者が多かった（調整された
残差は2.3，p< 0.05）。また、前向き推論型例解学習群にお
いて「△ABP」を想起した被験者が多かった（調整された残
差は2.1，p< 0.05）。
2．問題解決の見通しに関する相違
［質問2］ 『あなたは、この問題を「どのように解こう」と
考えましたか。解答の見通しを書いてください。』に対す
る被験者の回答から、後ろ向き推論が生起している回答を、
次のように抽出した。質問2に対して、「APを求めるため
に、APを 1辺とする三角形ABPに着目する」、「三角形
ABPに正弦定理を使うために∠BAP＝θとおく」をあげる
ことができた被験者を「目標 -副目標に着目した見通しの
獲得者（以下、「獲得者」と呼ぶ）」とし、それ以外の見通しを
あげた被験者を「目標 -副目標に着目した見通しの非獲得
者（以下、「非獲得者」と呼ぶ）」とした。ここで、非獲得者は
「目標‐副目標に着目した見通し」の非獲得者であり、獲得
者よりも優れていないわけではない。別の考え方で解答し
た可能性や、エキスパートにみられるように前向き推論に
より解答した可能性もある。見通しの獲得と非獲得につい
て、前向き推論型例解学習群と双方向推論型例解学習群の
人数は表2の通りであった。両群における人数の偏りにつ
いてχ2検定を行ったところ、統計的に有意差が認められた
（χ2（1）＝11.03，p<0.05）。
3．解答の再構成の相違
［質問3］ 『問題に解答してください。計算だけではなく
説明も書いてください。』に従って被験者は記述解答を作
成した。ここでは、被験者の問題解決の達成度を算出する
目的から「獲得段階数」を定めた。獲得段階数は、正しい根
拠が述べられて1つの段階が達成されたとき、推論が1段
階進められたと判断した。両群の獲得段階数を調整するた
めに、獲得段階数は図3における③～⑦の5段階に対して
算出した。前向き推論型例解学習群と双方向推論型例解学
習群の獲得段階数の平均値と標準偏差を表3に示した。
前向き推論型例解学習群の獲得段階数の平均値は2.47
点、標準偏差は0.941であった。他方で、双方向推論型例解
学習群の獲得段階数の平均値は3.50点、標準偏差は1.06で
あった。さらに、t検定により両群の平均値には有意差が
認められた（t＝4.36，df＝70，p<0.05）。
表1．問題文からの想起内容の比較
想起した内容
前向き推論型 双方向推論型
例解学習群 例解学習群
AP + BP + CP  0 11
AP ， BP ， CP  3 10
△ABP  18  4
∠BAP  10  4
正弦定理  2  5
四角形 ABPC 2  1
△ACD 1  1
χ 2（6）＝27.87，p<0.05
表2．問題解決の見通しに関する相違
群 獲得 非獲得
前向き推論型例解学習群 9 27
双方向推論型例解学習群  23 13
χ 2（1）＝11.03，p< 0.05
表3．両群における獲得段階数の比較
群 平均値 標準偏差
前向き推論型例解学習群  2.47 0.941
双方向推論型例解学習群  3.50 1.056
t＝4.36，df＝70，p<0.05
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考察
本論文の第一の仮説「前向き推論型例解と双方向推論型
例解の表現形式の相違が学習に影響を及ぼす」を検証する。
解答の再構成については、前向き推論型例解学習群と比較
して双方向推論型例解学習群の獲得段階数が有意に高かっ
た。したがって、例解の表現形式の相違が学習に影響を及
ぼしたと結論づけることができる。
続いて、本論文の第二の仮説「両群の獲得する知識に相
違がある」を検証する。表1に示した通り、両群の被験者
が問題文を読んで想起した内容には有意な偏りが認められ
た。被験者が想起した内容は、例題の学習において被験者
がどのような情報を使用して知識をつくりあげていったか
（体制化していったか）を後から知る手掛かりとなるという
（佐伯，1987）。「AP+BP+CP」を想起した被験者が双方向
推論型例解学習群に有意に多く偏っていたことから、双方
向推論型例解の学習者が問題の解法についてのスキーマを
つくりあげる過程で、「AP+BP+CP」をキーワードにした
と考えることができる。また、「△ABP」を想起した被験者
が前向き推論型例解学習群に有意に多く偏っていたことか
ら、前向き推論型例解の学習者が問題の解法についての
スキーマをつくりあげる過程で、「△ABP」をキーワードに
したと考えることができる。他の内容や言葉をキーワード
にして問題の解法についてのスキーマをつくりあげたなら
ば、思い浮かべた内容や言葉を一つ書く質問において、
他の内容や言葉を回答するはずだからである。したがっ
て、両群の学習者が例題から知識を獲得する過程は異なっ
ていたと考えることができる。
また、表2に示されているように、前向き推論型例解学
習群の中に「∠BAP」を想起した学習者が10名いたが、
「∠BAP」は「△ABP」の内角であることから、「△ABP」を
キーワードとして問題の解法についてのスキーマをつくり
あげたと考えることができる。一方、双方向推論型例解学
習群の中に「AP，BP，CP」を想起した学習者が10名いたが、
「AP, BP, CP」は「AP+BP+CP」の各項であることから、
「AP+BP+CP」をキーワードとして問題の解法についての
スキーマをつくりあげたと考えることができる。
両群の学習者が知識を獲得する過程の差異を、［質問2］ 
『あなたは、この問題をどのように解こうと考えましたか。
解答の見通しを書いてください。』の回答をもとに検討す
ることにする。この質問に対する双方向推論型例解学習群
の典型的な回答は、「AP+BP+CPの最大値を求めるために
AP, BP, CPを求める。BPを求めるためには、△ABPに正
弦定理を使う。BPを求めるために対角である∠BAPをθ
とおく。」であった。他方、前向き推論型例解学習群の典型
的な回答は、「どこかの角を文字でおいて正弦定理を使っ
て、AP+BP+CPの最大値を求める。」であった。両群であ
げられた見通しを比較すると、双方向推論型例解の学習者
は、問題の目標と、その2段階前までに着目した見通しを
たてたが、前向き推論型例解の学習者は、解答の初期段階
と目標段階に着目した見通しをたてていることがわかる。
以上のことから、双方向推論型例解の学習者が形成した
問題解決スキーマは、目標から副目標を導いた推論である
可能性が高い。他方、前向き推論型例解の学習者が形成し
た問題スキーマは、前提から目標を導く推論である可能性
が高いことが示唆される。
結論と課題
本研究により、前向き推論型例解よりも双方向推論型
例解の学習者の方が、同一問題の解決における達成が促
進されることが示唆された。すなわち、後ろ向き推論に
よる表現形式の方が、学習をより促進すると考えられる。
今後は、次の2つの課題について検討する必要がある。
第一に、同一問題に対して学習の効果を検証したが、
他の同型問題を用いて学習の効果を検証する必要がある。
第二に、本研究における前向き推論と後ろ向き推論は、
推論の流れに関する内容である。推論の流れに関して、
高等学校では単元「数と式」の中で「必要十分条件」や「逆、
裏、対偶命題」を学習する。これらの学習前後で、双方向推
論型例題による学習の効果を検討する必要もある。
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An Examination of Studies Based on Backward Reasoning  
in High School Mathematics
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Abstract : To solve the mathematic problems of high-school level, we have been used deductive, inductive and analogical 
thinking as well as the functions and figures.  Problem solving techniques using these thought processes can be classified 
as forward or backward reasoning depending on the flow of reasoning.  Forward reasoning is the process conducted from 
initial state to target state.  On the other hand, backward reasoning is the process conducted by deriving a sub-goal from 
target state.  In this research, it is shown that there is a significant difference between groups in the solving activity of 
a mathematic problem, and that the academic result of the group conducted the combination of forward and backward 
reasoning is higher than that of the group conducted the forward-only reasoning.
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